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Sviluppo 1n serie di Fourler

® Qualunque funzione periodica di periodo T
f@)y=ft+T) WVt

puod essere rappresentata mediante sviluppo in serie di Fourier:
o0 o0

' 2
ft) = Z cp el Mol = ap + Z rn, COS(wont + ¢n) wp = il
Nn=——ox n:lk B T
armoniche
CL — o —jkwotd
= f(t)e t
ag = CQ componente continua

e 12 armonica (fondamentale): 71 cos(wot + ¥1)

e k&armonica: r; cos(kwot + ©x)

e 1= |c,| peso del modulo della k& armonica
e < =arg(c,) sfasamento della k& armonica
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Sviluppo 1n serie di Fourier

* Esempio di segnale periodico: impulso rettangolare periodico

Segnale periodico e somma delle armoniche 0...1
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Sviluppo 1n serie di Fourier

* Esempio di segnale periodico: impulso rettangolare

Segnale periodico e somma delle armoniche 0...20
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Segnale periodico e somma delle armoniche 0...5
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Sviluppo 1n serie di

Fourlier

®* Esempio di segnale periodico: impulso triangolare periodico

Esempio di segnale periodico
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Sviluppo 1n serie di Fourier

Luigi Bragiotti

Tipicamente le prime armoniche di un segnale periodico presentano
un’ampiezza r, piu elevata rispetto alle armoniche con frequenza piu

elevata

Le armoniche ad alta frequenza di segnali che variano rapidamente
hanno tipicamente un’ampiezza maggiore rispetto alle corrispondenti
armoniche dei segnali che variano lentamente

Impulso periodico rettangolare(b) e triangolare(r)

mpiezza armoniche

A

Controlli Automatici

Spettro impulso periodico rettangolare(b), triangolare(r)
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Trasformata di Fourlier

® Anche le funzioni f(t) non periodiche si possono scomporre nella
“somma” di funzioni sinusoidali. In questo caso si parla di trasformata
di Fourier

0

F(jw) = F(f®) = [ fe ar

— 00
® Dalla definizione segue che

F(jw) = F(s)|

dove F(s) e la trasformata di Laplace del segnale f(t)

:jw

® La funzione F(jo) si dice spettro di f(t). Il modulo di F(jo) e detto
spettro di ampiezza. L'argomento di F(jo) € detto spettro di fase

* La funzione f(t) si ricava dallo spettro F(jo) tramite I'antitraformata di
Fourier:

f&) = FLFG) = 5= [ Fljw)eltde
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Trasformata di Fourlier

® L’antitrasformata di Fourier € I'analogo per le funzioni non periodiche
della serie di Fourier:

W = o [T PGt = Y enedneot

n——~oo

® Per le funzioni f(t) reali & sufficiente conoscere F(jw) per ® = 0 in
guanto vale la relazione

F&) == [ ()| cos (wt + o))y

dove ¢(w) = arg F'(jw)
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Trasformata di Fourlier

* Lo spettro di F(jo) si rappresenta solitamente con due grafici:

* |l diagramma delle ampiezze rappresenta il modulo |F(jw) |
espresso solitamente in dB in funzione di log, .

|[F(jw)|ag = 2010910 |F(jw)]

* |l diagramma delle fasi rappresenta arg F(jo) (in radianti o in gradi)
in funzione di log,yo.
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Trasformata di Fourler

® Mentre per i segnali periodici si ha uno spettro discreto, per i segnali
non periodici lo spettro € continuo

® Valgono considerazioni analoghe a quelle dei segnali periodici.
Tipicamente segnali che variano rapidamente hanno spettri di
ampiezza significativi anche alle alte fequenze

Impulso rettangolare(b) e triangolare(r) Impulso rettangolare(b), triangolare(r)

5 T T
15 ................................................................... —
1_4_ ............................ —
(na]
©
el R R R T TR TE T - b
g-
1] OIS - SUNPINILY ) I - g,')
@ Q._
© =
5 08 <
(7] Q
(D —
@
06 : -
(@]
E_
0.4 [}
Q.
w_
0.2 -1
0 .
_0: | 1 1 1 | 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16 1.8

Tamnn el

Luigi Biagiotti Controlli Automatici Proprieta filtranti -- 10



Spettri di segnhalil filtrati da sistemi lineari

Dalla definizione di funzione di risposta armonica, I'uscita a regime di un sistema
lineare asintoticamente stabile con funzione di risposta armonica G(jo), forzato da un
ingresso con spettro frequenziale X(jo), € un segnale temporale il cui spettro Y(jo):

* ha le stesse componenti frequenziali di quello in ingresso (non vengono aggiunte
frequenze non presenti nello spettro di ingresso);

* ha un andamento che é quello dello spettro di ingresso “modulato”
dall’'andamento della funzione di risposta armonica.

s regﬂnqe
»
X sin(w;t) 7 X|G(jw;)|sin(w;t + arg(G(jw;)))
| //’@‘ =0,1 s+ 1 \\i =0,1
‘X(]QN ’// |G(j(l))|“ |Y(j0))|“ \*
K
X X|G(jwo)l
‘ ‘ T XxI6Gw)
> W i i > W I 1 > W
wo w1 wQ l w1 WO w1
spettro dell’'ingresso T spettro del’'uscita
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Spettri di seghalil filtrati da sistemi
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Spettri di segnali filtrati da sistemi lineari

® Inrealta la proprieta dello spettro del segnale di uscita di essere quello
del segnale di ingresso “modulato” dalla funzione di risposta armonica
non vale solo per il segnale a regime ma bensi per 'andamento
completo.

® Applicando in ingresso al sistema lineare un ingresso x(t) con spettro
X(Jm), lo spettro Y(jm) della risposta y(t) si ottiene come:

Y(jw) = Gjw) X (jw)

® Gli spettri di ampiezza e fase risultano percio

Y (jw)lag = |G(Jw)|a + | X (Gw)|aB
arg Y (jw) = arg G(jw) + arg X (jw)

Quindi lo spettro Y(jo) € una versione, alterata dalla funzione di
risposta armonica G(jo), dello spettro X(jo) del segnale di ingresso.
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Spettri di segnali filtrati da sistemi lineari

* Differenze nello spettro equivalgono a differenze nella risposta
temporale.

* |l sistema lineare riuscira a inseguire esattamente 'andamento del
segnale di ingresso, ovvero y(t) = K x(t) (K>0), sse:

IG(jw)|=K e argG(jw) =0

* Le differenze tra la risposta y(t) e il segnale di ingresso x(t) sono tanto
maggiori quanto pit  |G(jw)| # Ke arg G(jw) # 0

®* La banda passante e quell'intervallo di pulsazioni o per il quale vale la
relazione

IG(jw)|~ K e argG(jw) ~0
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Esemplo: Altoparlante magnhetico

e L =10%H

e R=4Q

* k= 6.28N/A
* M =10"?Kg
e h =103N/m
® 3 =20Ns/m

G(s) =

Funzione di trasferimento del sistema
(dall’ingresso v, all’'uscita x):

b1s
a3s3 + a»s2 + ai1s + ag

by =k, ap = hR, a; = Lh + BR + k2

a>=LB+ MR, a3 = LM

Induttanza bobina

Resistenza bobina

Costante di forza bobina

Massa del cono

Costante elastica sospensione
Coefficiente attrito cono nell’aria

e ¢ = 69.5Ws/m Costante velocita cono/

Lurgi Biagiotti

potenza acustica

[ Mappa poli/zeri:

21 =0 <« Zero nell'origine
p1 = —34 } Poli meccanici
py> = —3064

p3 = —38932!} Polo elettrico

Controlli Automatici

\
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Esempio: Altoparlante magnetico

[ 0db/dc «— p; = —3.4— 0deg |-20db/dc « p, = —3034 — —90deg
=~ J

"’—\go \\‘ //BodeDiagram / "’__—’—
+20db/dc
I S ~ | ,-40db/dc
21 =0 g 4 I
l p3 = —38932
1+90deg l
- o
5 —180deg
h‘:ﬂ_s 90 |
YRR '
o x ~/
— -180!
W = O 4|0'1 100 x ‘]01 ‘]02 103 ‘IO4 x ‘IO5 'IO6

[Frequency (rad/sec)

La presenza dello zero nell'origine mette in luce che le componenti continue non

vengono “trasferite” (senso fisico)
e Le frequenze elevate non vengono trasferite (senso fisico)
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Esemplo: Altoparlante magnhetico

Tl sistema esaminato risulta essere un “passa banda”, ovvero solo le armoniche comprese
in un certo intervallo frequenziale vengono trasferite in uscita senza attenuazione in
ampiezza (a meno di una costante e con sfasamenti trascurabili)
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Proprieta filtranti del sistemi

Ogni sistema dinamico agisce sullo spettro delle frequenze in ingresso in modo selettivo.
Molti sistemi di interesse fisico possono essere classificati in base la tipo di azione filtrante

Passa Basso

a »
wp
—3dB 3dB
I_H I—H
1 G(jw)
G(jw) 1
GGOY <3 Vs

[0,wp] =/ Banda passante

Lurgi Biagiotti Sistemi

JGGwW)|

wWB
GG 1
Gloo)] <3 VW <wB

1 [GGw)]
V3 S1GGe) S V2 Ve zwp

[wp, co] ——> Banda passante ‘

di controllo
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Proprieta filtranti dei sistemi
Passa Banda - Elimina Banda

|G (jw)

Q
o
&

[

i > W > W
| WR1 WRBD wRB1 wWRB2
A _GGW|_ /5 1 o |GGl < /5
V2 = [GGwmaz)| = V2 = 1GGwmaz)] =
Yw € [UJB]_:(-UBQ] Yw E [O?wBl] U [wBQ,oo]
j |G(Gw)] 1
|G(jw) 1 elt <
|G (Jwmaz)] < NG |G (jwmaz) ]| V2
Vw3 [wBlawBQ] Vw3 [OawBl] U [WBQ,OO]

[wp1,wp2] — Banda passante [0,wp1] U [wgn, 0]
— Banda passante
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Spettri di segnali filtrati da sistemi lineari-ESEMPIO

® Si considera un sistema del primo ordine con guadagno statico
unitario

1
Ts + 1

* Sitratta in un sistema passa basso con banda passante 0 < w < wp
incui wg =1/7

® Siapplica in ingresso a G(s) un impulso rettangolare x(t) di durata t, e
ampiezza 1/t, (area unitaria), il cui spettro risulta

X(jw) = 750% (1 — e_j“’to)
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Spettri di segnali filtrati da sistemi lineari-ESEMPIO

Impulso rettangolare Spettro delle Ampiezze
T I I I I I T I I Y T 7 T ¢T3 T ;

IF (@) 1]

2 i ; i i i ; i
0 02 04 08 08 14 18 18

1 12
Tempo [s]

27

® Lo spettro si annulla per o =n wy con wo = .
0

* Per o >3w, lo spettro delle ampiezze del segnale ¢é inferiore a 1/10
rispetto allo spettro a basse pulsazioni.
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Spettri di segnali filtrati da sistemi lineari-ESEMPIO

Se wp = 3(.00

Risposta(r) all'impulso(b) Spettro delle Ampiezz
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Spettri di segnali filtrati da sistemi lineari-ESEMPIO

* Se wp=wo

Risposta(r) all'impulso(b)

Spettro delle Ampiezze

! ! ; T ! T ! f . ;
: 0 iy
: {i @ ry
; S, -5 e
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freeeeend: {1 = y
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Spettri di segnali filtrati da sistemi lineari-ESEMPIO

* Se wp =uwq/2
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Tem;)o [s] 10
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Spettri di segnali filtrati da sistemi lineari-ESEMPIO

® Siconsidera in ingresso al sistema un impulso triangolare x(t) di
durata 2t, e ampiezza 1/t, (area unitaria)
Se wp = 3w

Risposta(r) all'impulso(b) triangolare

T ! ! ! ! ! ! ! ! .

Spettro delle Ampiezze

IX(@I(©), IGGO)(®, |Y(e)|(b) [dB]

1 12 1“ 115 118 - _40 i i i i i - | i i i i -
Tempo [s] 10° 10 10°
m

2 L 1 1 1
0 0.2 0.4 06 0.8

* Lo spettro delle ampiezze di Y(jo) € sostanzialmente identico a quello
di X(Jo). A cosa e dovuto allora il ritardo di y(t) rispetto a x(t)?
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Spettri di segnali filtrati da sistemi lineari-ESEMPIO

® Lo spettro delle fasi di y(t) risulta

Spettro delle Fasi
200 T T T T T T

. : - - - O : | i RO o3 g

arg X(@)(c), G(o)(1), Y(@)(b) [deg]

_:53 - - i " i i i i b d )
10° 10' 10°

® Lo spettro delle fasi di Y(jo) e queiio di X(jo), differiscono tra loro
anche anche per pulsazioni relativamente piccole. In particolare lo

spettro di Y(jo) presenta angoli minori rispetto a quello di X(jo)
(sfasamento in ritardo)

® Qualitativamente un ritardo di fase introdotto da un sistema lineare
induce un ritardo tra segnale di ingresso e segnale di uscita
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Banda passante e velocita di risposta

La larghezza di banda oy di un sistema, oltre a definire le capacita
filtranti del sistema stesso, fornisce anche un'indicazione “qualitativa”
della sua velocita

®* Lalarghezza di banda puo essere messa in relazione con i tempi di
assestamento.

® Per un sistema del primo ordine

W 3
G(s) = —2 To=—
s+ wp WR
® Per un sistema del secondo ordine
2
W 3
G — n WR ~ w — =
(s) s2 4+ 28wns + w% B " Ta Swp
solo se

Mp < 3db— § > 0.49
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